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spodarce, w szczególności na branżach ta-
kich jak gastronomia, turystyka, hotelarstwo 
czy transport długodystansowy. Wprowadzo-
no reżim sanitarny, obowiązek dezynfekcji 
rąk oraz zakrywania ust i nosa w przestrze-
ni publicznej.

W porównywaniu rozmaitych scenariuszy 
przebiegu pandemii – oprócz opinii epide-
miologów i wirusologów – pomocne okazały 
się również modele matematyczne. Do opisu 
rozprzestrzeniania się pandemii COVID-19 
używa się modeli epidemiologicznych. Na ich 
podstawie można szacować czas osiągnię-
cia szczytowej liczby zakażeń, liczbę osób 
hospitalizowanych w danym momencie czy 
współczynnik odnowienia choroby R0. Od 
początku 2020 r. powstało wiele modeli roz-
przestrzeniania się pandemii o różnorodnych 
założeniach, a co za tym idzie – również o 
różnych wnioskach. Większość z nich utwo-
rzono na podstawie istniejących już mode-
li epidemiologicznych. Poniżej przedstawimy 
klasyczne podejście do modelowania w epi-
demiologii, wywodzące się z pracy szkockich 
naukowców Williama O. Kermacka (mate-
matyk i chemik) i Andersona G. McKendric-
ka (lekarz i epidemiolog) (patrz KermacK i 
mcKendricK 1927).

NAJPROSTSZE MODELE 
EPIDEMIOLOGICZNE

Klasyczne modele epidemiologiczne (Ker-
macK i mcKendricK 1927, dieKmann i He-
esterbeeK 2000, Foryś 2005, murray 2006) 

WSTĘP

Całkiem nie tak dawno temu wydawało 
się, że pandemie stanowią odległą przeszłość 
i zupełnie nie spodziewaliśmy się sytuacji, z 
którą przyszło się nam zmierzyć. Tajemniczy 
współczynnik R0 stanowił przedmiot dywaga-
cji w rozprawach naukowych, a przeciętny 
człowiek nie miał pojęcia, cóż on może zna-
czyć i dlaczego wartość tego współczynnika 
równa 1 jest taka istotna. Wszystko zaczę-
ło się jednak szybko zmieniać od grudnia 
2019 r., kiedy to w Wuhanie, stolicy chiń-
skiej prowincji Hubei, władze poinformowały 
o siedmiu przypadkach ciężkiego wirusowego 
zapalenia płuc o nieznanej przyczynie. Na 
wiosnę 2020 r. przypadki COVID-19 (któ-
rą to nazwę nadała WHO chorobie zakaźnej 
wywoływanej przez nowo odkrytego korona-
wirusa) zaczęły lawinowo pojawiać się na 
całym świecie, rozpoczynając ogólnoświatową 
pandemię.

Aby nie doprowadzić do całkowitej za-
paści systemu ochrony zdrowia, rządy po-
szczególnych państw przyjęły różne strate-
gie walki z wirusem. Ograniczono podróże, 
wprowadzono kwarantanny, izolacje i godzi-
ny policyjne, odwołano szereg wydarzeń kul-
turalnych, sportowych i religijnych. Niektóre 
państwa zamknęły swoje granice lub wpro-
wadziły ograniczenia w ruchu lotniczym. 
Ograniczenia dotyczyły również placówek 
edukacyjnych i wielu zakładów pracy, które 
przekwalifikowano na zdalny tryb działania. 
Pandemia odcisnęła piętno również na go-
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KermacKa i mcKendricKa (1927). Oznaczmy 
przez N rozpatrywaną populację i podzielmy 
ją na trzy rozłączne grupy:

• S — grupę osób zdrowych, podatnych 
na infekcję,

• I — grupę osób chorych,
• R — grupę ozdrowieńców lub odizolo-

wanych (ang. removed lub recovered).
Nazwa SIR pochodzi więc od pierwszych 

liter angielskich nazw grup: suspectible, in-
fected, recovered. W literaturze epidemiolo-
gicznej interpretacja grupy R nie jest jednak 
spójna. W zależności od modyfikacji mode-
lu SIR, zalicza się do niej osoby ozdrowiałe 
i odporne (ang. resistant), a także czasem 
zmarłych. Spotyka się również interpretację 
R jako grupy osób ozdrowiałych, ale nieko-
niecznie odpornych oraz odizolowanych lub 
usuniętych z modelu (ang. removed).

Liczebności poszczególnych grup w danej 
chwili t oznaczamy odpowiednio przez S(t), 
I(t), R(t), natomiast liczebność całej popula-
cji przez N(t). Rozróżniamy więc zapis S jako 
nazwę grupy i S jako funkcję jej liczebno-
ści w zależności od czasu t. Wprowadźmy 
ponadto oznaczenia: S(0) = S0, I(0) = I0 oraz 
R(0) = R0.

Klasyczny model SIR jest oparty na na-
stępujących założeniach.

1. Do zarażenia może dojść tylko w wy-
niku bezpośredniego kontaktu osoby z gru-
py S z osobą z grupy I.

2. Każda osoba z grupy I może zarażać 
osoby z grupy S, tzn. długość okresu laten-
cji choroby jest pomijalna.

3. Osoby zdrowe z grupy S w momencie 
zarażenia przechodzą do grupy osób zainfe-
kowanych I ze stałym, dodatnim współczyn-
nikiem β, czyli osoba chora zaraża w jedno-
stce czasu βS(t) osób podatnych.

4. Osoby zainfekowane z grupy I prze-
chodzą do grupy osób ozdrowiałych R ze 
stałym, dodatnim współczynnikiem α, czyli 

 to średni czas trwania choroby.
5. Nie uwzględniamy procesów demogra-

ficznych (jak rozrodczość i śmiertelność), a 
liczebność populacji N jest stała w czasie, 
czyli N(t) = N0.

Schemat transmisji choroby oparty na 
tych założeniach przestawiamy na Ryc. 1.

Opierając się na powyższych założeniach, 
Kermack i McKendrick zaproponowali model 
SIR opisany następującym układem równań 
różniczkowych zwyczajnych:

są tak zwanymi modelami przedziałowymi/
grupowymi (ang. compartmental models), w 
których daną populację dzielimy na grupy 
ze względu na stadium rozprzestrzeniającej 
się w niej choroby. W najprostszym przypad-
ku możemy wyróżnić osoby zdrowe, podatne 
(ang. susceptible) i osoby chore (ang. infec-
ted), a model opisujący taką sytuację nazy-
wamy modelem SI lub SIS, w zależności od 
schematu przejścia między grupami, na pod-
stawie którego budujemy model. W modelach 
tych zakładamy często, że wielkość populacji 
jest stała i dostatecznie duża, a osobniki są 
dobrze wymieszane, by zmiany wielkości po-
szczególnych grup w czasie można było opi-
sywać za pomocą równań różniczkowych.

W modelach przedziałowych kryterium 
podziału populacji może stanowić stan zdro-
wia, zdolność do zarażania lub odporność na 
daną chorobę. Przed pojawieniem się pierw-
szego przypadku choroby cała populacja jest 
zaliczana do grupy osób podatnych na zara-
żenie. Wraz z pojawieniem się pierwszej in-
fekcji obserwujemy nowe zakażenia, co pro-
wadzi do zmiany liczebności poszczególnych 
grup. Modele przedziałowe są stosowane do 
opisu epidemii chorób o różnych właściwo-
ściach, np. AIDS, eboli, dengi czy COVID-19 
(kochańczyk i współaut. 2020).

Równania różniczkowe zwyczajne, które 
służą do matematycznego odzwierciedlenia 
dynamiki epidemii, mają swoje korzenie w 
fizyce, a pojęcie pochodnej jest ściśle powią-
zane z prędkością. Opisujemy zmiany pew-
nej wielkości x(t) w przedziale czasu [t,t + Δt]. 
Średnia względna zmiana tej wielkości w 
jednostce czasu wynosi więc  a 
zmiany chwilowe odpowiadają temu ilorazo-
wi, gdy Δt>0 przyjmuje coraz mniejsze war-
tości – mówimy, że zbiega do 0. Wtedy w 
granicy dostajemy pochodną funkcji x wzglę-
dem czasu, którą oznaczamy . Zwykle 
pochodna ta zależy w jakiś sposób od sa-
mego x, czasem także od czasu. Tego typu 
zależność jest nazywana równaniem różnicz-
kowym zwyczajnym i w ogólnym przypadku 
równanie to ma postać:

gdzie funkcja F odzwierciedla znane zależno-
ści występujące w opisywanym procesie. W 
kolejnych podrozdziałach pokażemy, w jaki 
sposób konstruujemy tę funkcję w przypad-
ku klasycznych modeli epidemiologicznych.

MODEL SIR

Zacznijmy od omówienia modelu epide-
miologicznego SIR, zaproponowanego przez 

Rys. 1. Schemat transmisji choroby w modelu 
SIR



477Matematyka w epidemiologii. Jak modelować COVID-19?

gdy S(t)< , a trzecie równanie implikuje, że 
liczba ozdrowieńców rośnie. Można wykazać, 
że wraz z rosnącym t liczba osób zarażonych 
albo stale maleje do 0 (dla S(0)=S0≤ ), albo 
najpierw rośnie do pewnej wielkości maksy-
malnej i potem maleje do 0 (dla S0> ), zaś 
liczba osób podatnych maleje do pewnej 
wielkości Sg>0 zależnej od wartości począt-
kowych S0, I0. Skoro liczebność całej popu-
lacji jest stała, to znając zachowanie dwóch 
pierwszych zmiennych S(t) i I(t) łatwo spraw-
dzamy, że trzecia zmienna R(t) rośnie w cza-
sie do N0 – Sg. Dynamikę dwóch pierwszych 
zmiennych dla populacji przeskalowanej do 
1, parametrów β = 3, α = 1 i różnych po-
czątkowych S0, I0 (R0 = 0) ilustrują wykresy 
na Ryc. 2; od lewej: zależność S od czasu t, 
zależność I od czasu t, zależność między S i 
I (tzw. portret fazowy układu).

W niektórych modyfikacjach klasycznego 
modelu SIR przyjmuje się zmienną w czasie 
liczebność populacji. Może się to wiązać z 
uwzględnieniem procesów demograficznych, 
jak również z dodatkową śmiertelnością w 
populacji w wyniku choroby. Ponadto niekie-
dy rozpatruje się nie liczebności grup S, I, 
R, a proporcje tych liczebności do wielkości 
całej populacji. W takich modelach zmienne 
odpowiadają więc ilorazom . Jed-
nak gdy liczebność populacji jest stała, to 
zamiana zmiennych zmienia jedynie wielkość 
parametru β.

WSPÓŁCZYNNIK ODNOWIENIA R0: MODEL SIR 
Z UWZGLĘDNIENIEM DEMOGRAFII

Zajmiemy się teraz wprowadzeniem bar-
dzo ważnego – o ile nie najważniejszego – w 
analizowaniu przebiegu epidemii współczyn-
nika, zwanego potocznie współczynnikiem 
reprodukcji wirusa (ang. basic reproduction 
number), który my nazwiemy współczynni-
kiem odnowienia choroby, gdyż określa on, 
czy grupa I się odnawia w sensie populacyj-

gdzie α>0 i β>0 oznaczają odpowiednio 
współczynnik ozdrowień i współczynnik za-
każeń, zwany także współczynnikiem kon-
taktów (ang. contact rate), ponieważ to, ile 
osób może się zarazić w jednostce czasu, 
zależy w istotny sposób od tego, jak często 
spotykają się osoby z grupy S z osobami z 
grupy I.

Poszczególne składniki prawych stron 
układu mają następujące interpretacje:
– βS(t)I(t) opisuje tempo zarażania się osób 
podatnych na infekcję w wyniku bezpośred-
niego kontaktu z członkami grupy I w chwili 
t;
– αI(t) opisuje tempo zdrowienia i nabywania 
odporności lub przechodzenia na kwaran-
tannę osób z grupy I w chwili t.

Przez tempo procesu rozumiemy war-
tość, która, pomnożona przez czas trwa-
nia procesu, da przybliżoną liczbę osób mu 
podlegających. Zgodnie z tą interpretacją  
βS(t)I(t)Δt opisuje przybliżoną liczbę osób z 
grupy S, które zarażają się w przedziale cza-
su [t,t + Δt].

Zauważmy, że w każdej chwili t spełnio-
na jest zależność:

Rzeczywiście, dodając stronami równania 
układu SIR dostajemy:

a jeśli pochodna jakiejś funkcji (tu N) stale 
wynosi 0, to ta funkcja nie zmienia się w 
czasie. Otrzymujemy więc model zgodny z 
założeniem dotyczącym stałej liczebności po-
pulacji N. Dodatkowo, znak pochodnej danej 
funkcji określa jej monotoniczność. W mode-
lu SIR widzimy, że prawa strona pierwszego 
równania jest zawsze ujemna, więc liczba 
osób podatnych na infekcję maleje w czasie. 
Z drugiego równania wynika, że liczba osób 
zarażonych rośnie, gdy S(t)>  oraz maleje, 

Rys. 2. Rozwiązania i portret fazowy modelu SIR



478 UrszUla Foryś i współaut.

choroby zakaźnej zgodnie ze schematem 
dla modelu SIR. Zakładamy dodatkowo, że 
wszystkie nowo narodzone osobniki są zdro-
we, więc zasilają grupę S, natomiast natu-
ralna śmiertelność dotyczy wszystkich grup. 
Otrzymujemy więc następujący model:

który oznaczymy jako SIRd.
Oczywiście po dodaniu stronami równań 

układu SIRd dostajemy wyjściowe równanie 
opisujące całą populację N. Jak poprzed-
nio dla modelu SIR wystarczy wiedzieć, jak 
zmieniają się liczebności grup S i I, by móc 
wnioskować o zmianach liczebności grupy 
R. W związku z tym będziemy opisywać za-
chowanie tylko dwóch pierwszych zmiennych 
modelu SIRd.

W zależności od parametrów choroba 
albo rozprzestrzenia się w populacji, albo 
zanika. Jeśli zanika, to nie ma problemu 
– wiąże się to ze stabilnością stanu stacjo-
narnego odzwierciedlającego brak choroby w 
populacji, który w literaturze często ozna-
czany jest jako DFE (ang. disease free equ-
ilibrium). W tym stanie w grupie I nie ma 
nikogo, wszystkie osoby są zdrowe i należą 
do grupy S. Jednak jeśli istnieje dodatni 
stan stacjonarny, oznaczany przez EE (ang. 
endemic equilibrium), to ten stan jest sta-
bilny. Na Ryc. 3 prezentujemy przykładowe 
rozwiązania układu SIRd w takim przypad-
ku (wartości parametrów: β = 0,5, α = 1, 
A = 1, μ = 1).

Na przykładzie modelu SIRd omówmy 
sposób wyznaczania współczynnika R0. Za-
piszmy dwie intuicje, które pozwolą nam 
połączyć kierunek rozwoju epidemii z warto-
ścią R0.

1. Epidemia się rozwija, gdy liczba zara-
żających rośnie, czyli gdy . Epidemia 
wygasa, gdy liczba zarażających maleje, czyli 
gdy .

2. Epidemia się rozwija, jeśli jeden chory 
zaraża średnio więcej niż jedną osobę, czyli 
jeśli R0 > 1 i epidemia wygasa, jeśli R0 < 1.

Zgodnie z intuicją 1. spełnienie nierów-
ności  oznacza rozwój epidemii. Prze-
kształcimy odpowiednio ten warunek korzy-
stając z drugiego równania układu SIRd. 
Przyjmijmy takie t, gdy pierwsza osoba z 
populacji zaczęła zarażać, czyli przeszła do 
grupy I. Załóżmy więc, że S(t), I(t) są bliskie 
stanowi stacjonarnemu DFE:

nym, czy też nie, zatem odzwierciedla kieru-
nek rozwoju epidemii. Typowo oznaczamy go 
symbolem R0. Z definicji współczynnik ten 
opisuje średnią liczbę osób, którą zarazi jed-
na osoba z grupy I. Jeśli współczynnik R0 
jest większy od 1, to oznacza, że jeden cho-
ry zaraża więcej niż jedną osobę, czyli licz-
ba zakażonych rośnie, a epidemia wciąż się 
rozwija. Jeśli natomiast R0 jest mniejszy od 
1, to epidemię można uznać za wygasającą.

W przypadku prostych modeli epidemio-
logicznych do wyznaczenia współczynnika 
wystarczą odpowiednie intuicje, jednak jeśli 
modele są bardziej skomplikowane, w szcze-
gólności wyróżnia się więcej grup w popula-
cji, to potrzebne są bardziej zaawansowane 
metody. Jedną z nich jest metoda macierzy 
kolejnej generacji (driesscHe i watmoUgh 
2002). O podejściach do wyznaczania tego 
współczynnika można przeczytać np. w pra-
cach dieKmann i współaut. (1990), Perasso 
(2018), dieKmann i HeesterbeeK (2000) i 
driesscHe i watmoUgh (2002).
Współczynnik odnowienia choroby w kla-
sycznym modelu SIR zależy od początkowej 
liczebności grupy S. Wprowadzimy teraz do 
tego modelu składniki odzwierciedlające pod-
stawowe procesy demograficzne, dzięki cze-
mu uzyska on lepsze własności matematycz-
ne, wpływające także na współczynnik R0. 
Zakładamy, że w populacji N mamy stały 
napływ osobników (odzwierciedlający rozrod-
czość i migracje) w czasie – oznaczmy go A. 
Osobniki mają pewną średnią długość życia 

, skąd w modelu pojawia się współczynnik    
śmiertelności μ. Populację, w której wszyst-
kie osobniki są zdrowe, opiszemy następują-
cym równaniem różniczkowym:

gdzie składnik μN(t) odzwierciedla liczbę 
osób, które umierają (z naturalnych przy-
czyn) w jednostce czasu.

Równanie to ma wyróżnione rozwiązanie 
NN== , które nazywamy rozwiązaniem stacjo-
narnym, czyli takim, które nie zmienia się w 
czasie. Rzeczywiście, jeśli N(t) = NN, to prawa 
strona omawianego równania zeruje się, za-
tem pochodna funkcji N jest równa 0 i stąd 
wynika, że N jest stała. Jeśli N(t)<N, to po-
chodna jest dodatnia, więc funkcja N rośnie, 
zaś dla N(t)>N pochodna jest ujemna, zatem 
N maleje. We wszystkich przypadkach wraz 
z rosnącym t liczebność populacji zbliża się 
do rozwiązania stacjonarnego. Powiemy, że 
stan stacjonarny N jest stabilny, gdyż jeśli 
zaburzymy wielkość populacji, to po pew-
nym czasie wróci ona do tego stanu.
Połączymy teraz koncepcję stabilnej demo-
graficznie populacji N opisanej powyższym 
równaniem z rozprzestrzenianiem się w niej 
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niu kontaktów. Tym właśnie podyktowane 
były restrykcje wprowadzone w większości 
krajów w związku z pandemią COVID-19. 
Przyjrzyjmy się jeszcze na koniec analizy 
modelu SIRd, w jaki sposób zmniejszanie  
β wpływa na przedstawioną powyżej dyna-
mikę modelu SIRd. Poprzednio wybraliśmy 
wartość tego współczynnika równą 0,5, co 
skutkuje tym, że R0 = 2,5 > 1. Weźmy więc 
2,5-krotnie niższą wartość β = 0,2, dającą 
progową wartość R0 = 1. Chociaż wiemy, 
że rozwiązanie zbiega w tym przypadku do 
stanu DFE, to jednak dzieje się tak w bar-
dzo długim czasie. Początkowo obserwujemy 
rzeczywiście szybki spadek liczebności gru-
py I oraz wzrost liczebności grupy S (gór-
ne wykresy na Ryc. 4). Jednak na portrecie 
fazowym widzimy, że po 100 dniach jeste-
śmy dość daleko od stanu stacjonarnego, a 
nawet w ciągu ostatniego miesiąca po roku 
od początku epidemii (co ilustrują dolne 
wykresy na Ryc. 4) stan stacjonarny (czar-
na kropka na wykresie) i rozwiązania nie 
zbliżyły się do siebie wystarczająco, by się 
na wykresie pokrywać.

Zilustrujemy jeszcze przypadek R0 < 1. 
Weźmiemy teraz wartość niewiele mniejszą 
od progowej, β = 0,19. Tym razem z wy-
kresów na Ryc. 5 widać, że stabilizacja 
na poziomie DFE następuje znacznie szyb-
ciej – już po około 2 miesiącach. Dalsze 
zmniejszanie współczynnika β skutkuje 
oczywiście coraz szybszym zdrowieniem po-
pulacji.

MODELOWANIE UWZGLĘDNIAJĄCE 
SPECYFIKĘ COVID-19

Ostatnią część artykułu poświęcimy na 
przedyskutowanie zmian, które powinny być 
uwzględnione w modelu typu SIR lub SIRd, 
by mogły one lepiej odzwierciedlać rozprze-
strzenianie się pandemii COVID-19. Jak już 
zostało wspomniane we wstępie, do tej pory 

ponieważ liczebność grupy I przestała być 0. 
Jednak skoro rozwiązanie jest blisko DFE, 
to liczebność grupy S niewiele różni się od 
N, więc w ostatniej nierówności możemy 
podstawić tę wielkość zamiast S(t), skąd do-
stajemy

Zatem epidemia się rozwija, tzn. prze-
ciętny chory zaraża więcej niż jedną osobę, 
wtedy i tylko wtedy, gdy  Na mocy 
intuicji 2. współczynnik odnowienia choroby 
zadamy więc wzorem R0 = 

Powiążemy teraz współczynnik odnowie-
nia z warunkami istnienia dodatniego stanu 
stacjonarnego EE. Ponieważ w stanie stacjo-
narnym prawa strona układu się zeruje, a 
– skoro jest to dodatni stan – to współrzęd-
ne muszą być niezerowe, S ≠ 0, I ≠ 0, więc 
spełniają one następujący układ równań:

i z drugiego równania tego układu dostaje-
my:

, a z pierwszego  

Jeśli teraz we wzorze na I uwzględnimy 
otrzymaną wartość R0, to widzimy, że stan 
stacjonarny EE istnieje tylko gdy R0 > 1. 
Co więcej, jesteśmy w stanie wykazać, że 
stan EE jest stabilny o ile istnieje, a wtedy 
stan DFE traci stabilność i jeśli współczyn-
nik odnowienia jest większy od 1, to popu-
lacja wraz z upływem czasu nie może wró-
cić do sytuacji sprzed wybuchu epidemii. 
Stąd tak istotne jest, by obniżyć wielkość 
współczynnika R0, dzięki czemu uzyskujemy 
stabilność stanu DFE i zdrowienie popula-
cji.

Zauważmy, że współczynnik R0 jest 
wprost proporcjonalny do współczynnika β, 
który możemy zmniejszyć dzięki ogranicze-

Rys. 3. Rozwiązania i portret fazowy modelu SIRd
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rozłączne grupy: S, E, I, R. Grupy S i R 
definiujemy jak dla modelu SIR. Natomiast 
wśród osób zainfekowanych wyodrębniamy 
dwie grupy:

• E — grupę osób zainfekowanych, ale 
jeszcze niezarażających (od ang. exposed),

• I — grupę osób zarażających (od ang. 
infectious).

Dzięki temu osoby nie są przypisywa-
ne do grup na podstawie występowania lub 
braku symptomów choroby (jak w przypad-
ku modelu SIR), a na podstawie ich faktycz-

powstało wiele modeli matematycznych opi-
sujących tę pandemię i opierających się na 
różnych założeniach, więc oczywiście pre-
zentujących także różne wnioski (np. Ça-
Kan 2020, kochańczyk i współaut. 2020, 
ndaïrou i współaut. 2020, PiasecKi i współ-
aut. 2020 oraz Grupa MIM UW, https://co-
vid19.mimuw.edu.pl/). Wydaje się oczywiste, 
że należy populację podzielić na więcej grup, 
choćby ze względu na to, że na początku 
osoby zarażone nie wykazują objawów cho-
roby. Dzielimy zatem populację na cztery 

Rys. 4. Ilustracja dynamiki modelu SIRd dla różnych wartości R0

Rys. 5. Ilustracja dynamiki modelu SIRd dla R0 < 1
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µ – współczynnik śmiertelności (ang. death 
rate), czyli  to średni czas życia,

γ – współczynnik przechodzenia z E do 
I (ang. progression rate), czyli wielkość  
oznacza średnią długość okresu latencji,

α – współczynnik ozdrowień (ang. recove-
ry rate), czyli  oznacza średni czas okresu 
zarażania.

Wszystkie parametry są stałe i dodatnie. 
Jeśli A = μN(0), to liczba nowo narodzonych 
w jednostce czasu jest równa liczbie zmar-
łych i populacja jest stała. Natomiast jeśli 
A ≠ μN(0), to liczebność populacji zmienia 
się wraz z upływem czasu, jednak zawsze 
zbiega do wyróżnionego wcześniej w modelu 
SIRd stanu stacjonarnego N.

Model SEIR (wiDyaningsih i współaut. 
2018) opisujemy następującym układem 
równań różniczkowych zwyczajnych:

Z matematycznego punktu widzenia w 
powyższym modelu SEIR możemy równanie 
na drugą zmienną potraktować jako tzw. li-
niowe równanie niejednorodne. Jeśli potrak-
tujemy iloczyn βS(t)I(t) jako pewną funkcję 
czasu, h(t): = βS(t)I(t), to omawiane równanie 
przyjmuje postać:

a jego rozwiązanie jesteśmy w stanie łatwo 
wyznaczyć. Dostajemy:

a jeśli założymy, że E(0) = 0, to wynika stąd 
następująca zależność:

co oznacza, że wartość E(t) zależy od całej 
historii przebiegu epidemii, gdyż obliczając 
powyższą całkę uwzględniamy liczebność 
grup S oraz I w całym przedziale czasu [0,t]. 
Zauważmy, że czynnik e–(γ + μ)u  odgrywa taką 
samą rolę jak dyskontowanie w ekonomii. 
Rzeczywiście, jeśli przypomnimy sobie, że cał-
kę z danej funkcji nieujemnej możemy inter-
pretować jako pole pod wykresem tej funkcji, 
to całkując iloczyn S(t – u)I(t – u) dyskontu-
jemy go, przypisując większą wagę do warto-
ści w 0 (czyli w istocie do wartości w chwi-
li bieżącej, S(t – 0)I(t – 0) = S(t)I(t), gdyż  
e–(γ + μ)0 = 1, niż do wartości w t (e–(γ + μ)t<1 dla 
t>0), czyli do iloczynu liczebności grup S 

nego stanu zdrowia i zdolności do zaraża-
nia. Tworzymy więc model SEIR, stosowany 
do opisywania przebiegu epidemii chorób 
jak COVID-19, dla których różnica między 
długością okresu latencji i okresu inkubacji 
wirusa nie jest pomijalna. Pierwszy z nich 
to czas, w którym dana osoba jest zara-
żona, ale nie zaraża jeszcze innych. Drugi 
natomiast trwa od momentu zakażenia, aż 
do pojawienia się pierwszych objawów cho-
roby. Czas od zakończenia okresu latencji 
do zakończenia okresu inkubacji wirusa jest 
szczególnie niebezpieczny z epidemiologiczne-
go punktu widzenia. Osoba zarażona może 
wówczas nieświadomie (ze względu na brak 
objawów) zarażać inne osoby.

Typowy model SEIR uwzględniający pro-
cesy demograficzne budujemy w oparciu o 
schemat zaprezentowany na Ryc. 6.

Przedstawmy bardziej szczegółowy opis 
modelu SEIR. Analogicznie jak w modelu 
SIR, liczebności poszczególnych grup w da-
nym czasie t oznaczmy odpowiednio przez 
S(t), E(t), I(t) R(t), a liczebność populacji N — 
przez N(t). W modelu uwzględniamy narodzi-
ny/migracje i naturalną śmiertelność, przy 
czym w jednostce czasu rodzi się/migruje A  
osób oraz umiera μN(t) osób, gdzie A, μ to 
stałe, dodatnie parametry. Noworodki zali-
czamy do grupy osób podatnych na infekcję.

W modelu SEIR dopuszczamy następują-
ce przejścia pomiędzy grupami.

Osoby z grupy S, w wyniku kontaktu z 
osobami z grupy I, zarażają się i przechodzą 
do grupy E ze stałym, dodatnim współczyn-
nikiem β.

Osoby z grupy E zaczynają zarażać i 
przechodzą do grupy I ze stałym, dodatnim 
współczynnikiem γ.

Osoby z grupy I nabywają trwałą odpor-
ność i przechodzą do grupy R ze stałym, 
dodatnim współczynnikiem α.

Podsumujmy interpretacje parametrów 
występujących w modelu SEIR, odpowiada-
jących intensywnościom przejść pomiędzy 
grupami:

A – współczynnik napływu, czyli liczba 
nowo narodzonych/zasilających populację N 
w jednostce czasu (ang. birth rate),

Rys. 6. Schemat transmisji choroby dla modelu 
SEIR
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liczebności (np. poprzez szczepienia) i uświa-
damianie osobników z danej subpopulacji o 
roli, jaką odgrywają oraz o możliwym zapo-
bieganiu dalszemu rozprzestrzenianiu choro-
by dzięki odpowiednim działaniom.

Bardzo istotne jest także uwzględnienie 
zmian współczynników modelu w czasie. 
Czas, który upłynął od początku pandemii, 
w wielu krajach mierzymy okresami tzw. 
„lock-downów”. Oczywiście ich wprowadzenie 
powoduje zmianę niektórych współczynników 
modelu. Należy zatem wyodrębniać przedzia-
ły czasowe, w których wartości współczynni-
ków modelu mogą być różne.

Ostatnie zagadnienie, które chcemy po-
ruszyć w tym rozdziale, to możliwość rein-
fekcji. W kontekście modeli przedziałowych 
oznacza to możliwość powrotu z ostatniej 
grupy do pierwszej. W najprostszym przy-
padku modelu SIS schemat przejścia ma 
postać jak na Ryc. 7.

Jednak w przypadku epidemii COVID-19 
liczba przypadków reinfekcji była do tej pory 
znikoma w porównaniu do liczby wszyst-
kich zachorowań, więc w większości modeli 
reinfekcje nie zostały uwzględnione. Dodat-
kowo, reinfekcje mogą wiązać się z muta-
cjami wirusa, co znaczy, że z matematycz-
nego punktu widzenia należałoby w zasadzie 
rozpatrywać zachorowania na dwie choroby i 
tak formułować model. Byłby to więc model 
biinfekcji, który możemy budować analogicz-
nie do modelu w populacji niejednorodnej.

Przedstawione wyżej sposoby modelo-
wania rozprzestrzeniania pandemii CO-
VID-19 nie wyczerpują pomysłów, któ-
re pojawiły się w literaturze od początku 
2020 r. Wpisując w przeglądarce interne-
towej hasło COVID-19 wraz ze słowami 
kluczowymi dla modelowania matematycz-
nego znajdziemy bardzo dużo ciekawych 
pozycji. Do wielu z nich należy jednak 
podchodzić z dystansem, gdyż „szybka 
ścieżka” publikacji artykułów na temat 
COVID-19 spowodowała, że nie wszystkie 
wnioski przedstawiane w tych artykułach 
są uprawnione. Niestety, obecnie (prze-
łom października i listopada 2021) współ-
czynnik odnowienia R0 dla Polski rośnie 
w szybkim tempie i znacznie przekroczył 
krytyczną wartość 1. Miejmy nadzieję, że 

oraz I w przeszłości. Taka zależność wydaje 
się uzasadniona – zwykle historia ma wpływ 
na przebieg danego procesu, ale najważniej-
sza jest chwila bieżąca. W modelowaniu jed-
nak często stosuje się uśrednienie tego typu 
zależności całkowej – odpowiednia teoria 
matematyczna podpowiada nam, że całka z 
danej funkcji po przedziale [0,t] może być 
– z dokładnością do stałej równej długości 
przedziału całkowania, czyli t – zastąpiona 
wartością średnią tej funkcji (czyli wartością 
w pewnym wyróżnionym punkcie τ ∈  [0,t], 
o ile funkcja jest ciągła). Stąd w układzie 
równań modelu SEIR przybliża się wartość 
E(t) w trzecim równaniu iloczynem liczebno-
ści grup S i I w pewnej ustalonej chwili w 
przeszłości.

Model bazujący na omówionych wyżej 
koncepcjach modelu SEIR i stałego opóźnie-
nia przechodzenia osobników między gru-
pami został zaproponowany w pracy ÇaKan 
(2020), gdzie autorka analizuje tego typu 
model z uwzględnieniem składnika odzwier-
ciedlającego wydolność systemu służby zdro-
wia. Wydolność ta okazała się bardzo istot-
nym czynnikiem wpływającym na decyzje 
rządów wielu krajów w trakcie pandemii CO-
VID-19. Co istotne, w odróżnieniu od modeli 
omawianych do tej pory, w których rozwią-
zania wraz z upływem czasu zmierzały do 
pewnego stanu stacjonarnego (DFE lub EE), 
w modelu z artykułu ÇaKan (2020) możliwe 
jest występowanie rozwiązań oscylujących w 
nieskończoność. W związku z tym w modelu 
ÇaKan (2020) może wystąpić nieograniczona 
liczba szczytów epidemii. Oczywiście zależy 
to od parametrów modelu, więc chcemy dą-
żyć do ich takiego doboru/korekty poprzez 
odpowiednie zachowania populacji, by oscy-
lacje były niemożliwe.

Kolejnym istotnym czynnikiem, który na-
leży wziąć pod uwagę, jest występowanie 
subpopulacji wysokiego ryzyka (w przypad-
ku COVID-19 rozważa się np. pracowników 
służby zdrowia w tym kontekście). W pracy 
bodziocH i współaut. (2019) wykazano, że 
do opisu rozprzestrzeniania się epidemii w 
populacjach niejednorodnych należy stoso-
wać modele krzyżowe. Modele tego typu bu-
dujemy z ,,cegiełek’’, które stanowią modele 
opisujące populację jednorodną. Do takich 
modeli dokładamy składniki odzwierciedlają-
ce transmisję choroby między subpopulacja-
mi. Z tego modelu możemy wywnioskować, 
iż nie wystarczy kontrolowanie współczyn-
nika R0 w poszczególnych subpopulacjach – 
tylko zastosowanie modelu krzyżowego może 
odzwierciedlać przebieg epidemii w populacji 
niejednorodnej. Co więcej, subpopulacja wy-
sokiego ryzyka może być swoistym rezerwu-
arem patogenu. Istotne staje się więc ziden-
tyfikowanie grup ryzyka, zmniejszenie ich 

Rys. 7. Schemat transmisji choroby dla modelu 
SIS
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jest to tendencja chwilowa i szybko upo-
ramy się z problemem.

St res zc zen i e

W artykule przedstawimy klasyczne podejście do 
matematycznego modelowania procesów epidemicznych, 
poczynając od modelu Kermacka-McKendricka, a koń-
cząc na modyfikacjach najprostszych modeli, które są 
uwzględniane przy opisie dynamiki pandemii COVID-19. 
Wyjaśnimy ideę współczynnika odnowienia infekcji R0, a 
także pokażemy na prostym przykładzie, jak można wy-
znaczyć ten współczynnik.
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MATHEMATICS IN EPIDEMIOLOGY. HOW TO MODEL COVID-19?

Summary

In this article, we present a classic approach to the mathematical modeling of epidemic processes, starting with 
the Kermack-McKendrick model, and ending with modifications of the simplest models that are taken into account 
when describing the dynamics of the COVID-19 pandemic. We explain the idea of the basic reproduction number 
R0, and how to determine this parameter using a simple example.
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