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MATEMATYKA W EPIDEMIOLOGII. JAK MODELOWAC COVID-19!

WSTEP

Catkiem nie tak dawno temu wydawalo
sie, ze pandemie stanowia odlegla przeszlosc
i zupelnie nie spodziewaliSmy sie sytuacji, z
ktéra przyszto sie nam zmierzy¢. Tajemniczy
wspotczynnik R stanowil przedmiot dywaga-
cji w rozprawach naukowych, a przecietny
czlowiek nie mial pojecia, c6z on moze zna-
czy¢ i dlaczego wartos¢ tego wspoélczynnika
rowna 1 jest taka istotna. Wszystko zacze-
lo sie jednak szybko zmienia¢ od grudnia
2019 r., kiedy to w Wuhanie, stolicy chin-
skiej prowincji Hubei, wladze poinformowaty
o siedmiu przypadkach ciezkiego wirusowego
zapalenia pluc o nieznanej przyczynie. Na
wiosne 2020 r. przypadki COVID-19 (kt6-
ra to nazwe nadata WHO chorobie zakaznej
wywolywanej przez nowo odkrytego korona-
wirusa) zaczely lawinowo pojawia¢ sie na
calym Swiecie, rozpoczynajac ogélnoswiatowg
pandemie.

Aby nie doprowadzi¢ do calkowitej za-
pasci systemu ochrony zdrowia, rzady po-
szczegblnych panstw przyjely rozne strate-
gie walki z wirusem. Ograniczono podroze,
wprowadzono kwarantanny, izolacje i godzi-
ny policyjne, odwotano szereg wydarzen kul-
turalnych, sportowych i religijnych. Niektore
panstwa zamknely swoje granice lub wpro-
wadzily ograniczenia w ruchu lotniczym.
Ograniczenia dotyczyly réwniez placéwek
edukacyjnych i wielu zakladow pracy, ktore
przekwalifikowano na zdalny tryb dziatania.
Pandemia odcisnela pietno réwniez na go-

spodarce, w szczegbélnosci na branzach ta-
kich jak gastronomia, turystyka, hotelarstwo
czy transport dlugodystansowy. Wprowadzo-
no rezim sanitarny, obowigzek dezynfekcji
rak oraz zakrywania ust i nosa w przestrze-
ni publiczne;j.

W poréwnywaniu rozmaitych scenariuszy
przebiegu pandemii — oprécz opinii epide-
miologéw i wirusologéw — pomocne okazaly
sie rowniez modele matematyczne. Do opisu
rozprzestrzeniania sie pandemii COVID-19
uzywa sie modeli epidemiologicznych. Na ich
podstawie mozna szacowaé czas osiagnie-
cia szczytowej liczby zakazen, liczbe o0s6b
hospitalizowanych w danym momencie czy
wspotczynnik odnowienia choroby R,. Od
poczatku 2020 r. powstato wiele modeli roz-
przestrzeniania sie pandemii o réoznorodnych
zalozeniach, a co za tym idzie — réwniez o
roznych wnioskach. Wigkszos¢é z nich utwo-
rzono na podstawie istniejacych juz mode-
li epidemiologicznych. Ponizej przedstawimy
klasyczne podejscie do modelowania w epi-
demiologii, wywodzace sie z pracy szkockich
naukowcow Williama O. Kermacka (mate-
matyk i chemik) i Andersona G. McKendric-
ka (lekarz i epidemiolog) (patrz KERMACK i
MCKENDRICK 1927).

NAJPROSTSZE MODELE
EPIDEMIOLOGICZNE

Klasyczne modele epidemiologiczne (KER-
MACK i MCKENDRICK 1927, DIEKMANN i HE-
ESTERBEEK 2000, FORYS 2005, MURRAY 2006)

Slowa kluczowe: modelowanie matematyczne, portret fazowy, stan stacjonarny, rownania rézniczkowe zwyczajne, sta-

bilnosé
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sa tak zwanymi modelami przedzialowymi/
grupowymi (ang. compartmental models), w
ktorych dana populacje dzielimy na grupy
ze wzgledu na stadium rozprzestrzeniajacej
sie w niej choroby. W najprostszym przypad-
ku mozemy wyréozni¢ osoby zdrowe, podatne
(ang. susceptible) i osoby chore (ang. infec-
ted), a model opisujacy taka sytuacje nazy-
wamy modelem SI lub SIS, w zaleznosci od
schematu przejscia miedzy grupami, na pod-
stawie ktorego budujemy model. W modelach
tych zakladamy czesto, ze wielkoS¢ populacji
jest stala i dostatecznie duza, a osobniki sg
dobrze wymieszane, by zmiany wielkosci po-
szczegolnych grup w czasie mozna bylo opi-
sywac za pomoca réwnan rézniczkowych.

W modelach przedzialowych kryterium
podziatu populacji moze stanowi¢ stan zdro-
wia, zdolnos¢ do zarazania lub odpornos¢ na
dana chorobe. Przed pojawieniem sie pierw-
szego przypadku choroby cata populacja jest
zaliczana do grupy oséb podatnych na zara-
zenie. Wraz z pojawieniem sie pierwszej in-
fekcji obserwujemy nowe zakazenia, co pro-
wadzi do zmiany liczebnosci poszczegolnych
grup. Modele przedzialowe sa stosowane do
opisu epidemii choréb o réznych wlasciwo-
Sciach, np. AIDS, eboli, dengi czy COVID-19
(KOCHANCZYK i wspoélaut. 2020).

Réwnania rézniczkowe zwyczajne, ktore
stuzg do matematycznego odzwierciedlenia
dynamiki epidemii, maja swoje korzenie w
fizyce, a pojecie pochodnej jest Scisle powia-
zane z predkoscia. Opisujemy zmiany pew-
nej wielkoSci x(f) w przedziale czasu [t t+Af].
Srednia wzgledna zmiana tej wielkosci w

jednostce czasu wynosi wiec W’ a

zmiany chwilowe odpowiadaja temu ilorazo-
wi, gdy At>0 przyjmuje coraz mniejsze war-
tosci — moéwimy, ze zbiega do 0. Wtedy w
granicy dostajemy pochodna funkcji x wzgle-
dem czasu, ktoéra oznaczamy d—: . Zwykle
pochodna ta zalezy w jakis sposob od sa-
mego x, czasem takze od czasu. Tego typu
zaleznoS¢ jest nazywana réwnaniem roznicz-
kowym zwyczajnym i w ogélnym przypadku
rownanie to ma postac:

l;_:: =F(tz),
gdzie funkcja F odzwierciedla znane zalezno-
Sci wystepujace w opisywanym procesie. W
kolejnych podrozdzialach pokazemy, w jaki
spos6b konstruujemy te funkcje w przypad-
ku klasycznych modeli epidemiologicznych.

MODEL SIR

Zacznijmy od oméwienia modelu epide-
miologicznego SIR, zaproponowanego przez

KERMACKA i MCKENDRICKA (1927). Oznaczmy
przez N rozpatrywana populacje i podzielmy
ja na trzy roztaczne grupy:

e S — grupe os6b zdrowych, podatnych
na infekcje,

e I — grupe oso6b chorych,

e R — grupe ozdrowiencéow lub odizolo-
wanych (ang. removed lub recovered).

Nazwa SIR pochodzi wiec od pierwszych
liter angielskich nazw grup: suspectible, in-
fected, recovered. W literaturze epidemiolo-
gicznej interpretacja grupy R nie jest jednak
spojna. W zaleznosci od modyfikacji mode-
lu SIR, zalicza sie do niej osoby ozdrowiate
i odporne (ang. resistant), a takze czasem
zmartych. Spotyka sie réwniez interpretacje
R jako grupy os6b ozdrowiatych, ale nieko-
niecznie odpornych oraz odizolowanych lub
usunietych z modelu (ang. removed).

Liczebnosci poszczegolnych grup w danej
chwili t oznaczamy odpowiednio przez S(t),
IY), R(f), natomiast liczebnos¢ calej popula-
cji przez N(f). Rozrozniamy wiec zapis S jako
nazwe grupy i S jako funkcje jej liczebno-
Sci w zaleznosci od czasu t. Wprowadzmy
ponadto oznaczenia: S(0) = S, I(0) = I, oraz
R(O) = R,

Klasyczny model SIR jest oparty na na-
stepujacych zalozeniach.

1. Do zarazenia moze dojs¢ tylko w wy-
niku bezposredniego kontaktu osoby z gru-
py S z osoba z grupy L.

2. Kazda osoba z grupy I moze zarazac
osoby z grupy S, tzn. dlugosé okresu laten-
cji choroby jest pomijalna.

3. Osoby zdrowe z grupy S w momencie
zarazenia przechodza do grupy oséb zainfe-
kowanych I ze stalym, dodatnim wspotczyn-
nikiem Jf, czyli osoba chora zaraza w jedno-
stce czasu SS(f) osob podatnych.

4. Osoby zainfekowane z grupy I prze-
chodza do grupy os6b ozdrowialych R ze
sltalym, dodatnim wspoétczynnikiem a, czyli
— to Sredni czas trwania choroby.

5. Nie uwzgledniamy proceséw demogra-
ficznych (jak rozrodczos¢ i Smiertelnosc), a
liczebnos¢é populacji N jest stala w czasie,
czyli N(t) = N,.

Schemat transmisji choroby oparty na
tych zalozeniach przestawiamy na Ryc. 1.

(s ]

Schemat transmisji choroby w modelu

Rys. 1.
SIR

Opierajac sie na powyzszych zalozeniach,
Kermack i McKendrick zaproponowali model
SIR opisany nastepujacym ukladem rownan
rozniczkowych zwyczajnych:

ds dI dR

S = —BSWIW), S = BSOIW) —al(t), ZF = all(),
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Rys. 2. Rozwigzania i portret fazowy modelu SIR

gdzie a>0 i fB>0 oznaczaja odpowiednio
wspoltczynnik ozdrowien i wspotczynnik za-
kazen, zwany takze wspolczynnikiem kon-
taktéow (ang. contact rate), poniewaz to, ile
os6b moze sie zarazic w jednostce czasu,
zalezy w istotny sposéb od tego, jak czesto
spotykaja sie osoby z grupy S z osobami z
grupy I

Poszczegolne skladniki prawych
ukladu maja nastepujace interpretacje:
— BS(H1(Y) opisuje tempo zarazania sie 0sOb
podatnych na infekcje w wyniku bezposred-
niego kontaktu z czlonkami grupy I w chwili
[
— ol(t) opisuje tempo zdrowienia i nabywania
odpornosci lub przechodzenia na kwaran-
tanne oséb z grupy I w chwili ¢

Przez tempo procesu rozumiemy war-
tos¢, ktora, pomnozona przez czas trwa-
nia procesu, da przyblizong liczbe oséb mu
podlegajacych. Zgodnie z ta interpretacja
BS(HI(YAt opisuje przyblizona liczbe os6b z
grupy S, ktére zarazaja sie w przedziale cza-
su [tt + Af.

Zauwazmy, ze w kazdej chwili t spelnio-
na jest zaleznosc:

S(t) + I(t) + R(t) = N(t) = No.

stron

Rzeczywiscie, dodajac stronami réwnania
ukladu SIR dostajemy:

dN d dS dI dR
7GR i el

a jesli pochodna jakiejs funkcji (tu N) stale
wynosi 0, to ta funkcja nie zmienia sie w
czasie. Otrzymujemy wiec model zgodny 2z
zalozeniem dotyczacym stalej liczebnosci po-
pulacji N. Dodatkowo, znak pochodnej danej
funkcji okresla jej monotonicznos¢. W mode-
lu SIR widzimy, ze prawa strona pierwszego
réwnania jest zawsze ujemna, wiec liczba
0s6b podatnych na infekcje maleje w czasie.
Z drugiego réwnania wynika, ze liczba oséb
zarazonych rosnie, gdy S(t)>% oraz maleje,

7 = u —r - =
6 H U] 0 02 0.4 0 02 jx
5

gdy S(t)<%, a trzecie rownanie implikuje, ze
liczba ozdrowiencow rosnie. Mozna wykazac,
ze wraz z rosnacym t liczba oséb zarazonych
albo stale maleje do O (dla S(0)=S;=—= ) albo
najpierw rosnie do pewnej W1elk0301 maksy—
malnej i potem maleje do O (dla S > ﬂ)’ zas
liczba oséb podatnych maleje do pewnej
wielkosci S >0 zaleznej od wartoSci poczat-
kowych S, I,. Skoro liczebnosc catej popu-
lacji jest stata, to znajac zachowanie dwoch
pierwszych zmiennych S(¢) i [(f) tatwo spraw-
dzamy, ze trzecia zmienna R(f) rosnie w cza-
sie do N, - S, Dynamike dwoéch pierwszych
zmiennych dla populacji przeskalowanej do
1, parametrow B =3, a = 1 i réznych po-
czatkowych S, I, (R, = O) ilustruja wykresy
na Ryc. 2; od lewej: zaleznos¢ S od czasu ¢,
zaleznoS¢ I od czasu t, zaleznoS¢ miedzy S i
I (tzw. portret fazowy uktadu).

W niektorych modyfikacjach klasycznego
modelu SIR przyjmuje sie zmienng w czasie
liczebnos¢ populacji. Moze sie to wiazac¢ z
uwzglednieniem proceséw demograficznych,
jak réwniez z dodatkowa $Smiertelnoscia w
populacji w wyniku choroby. Ponadto niekie-
dy rozpatruje sie nie liczebnosci grup S, I,
R, a proporcje tych liczebnosci do wielkosci
catej populacji. W takich modelach zmienne

odpowiadaja wiec ilorazom f,((t)) N((tt) ]}3[((?) Jed-
nak gdy liczebnos¢ populacji jest stata, to
zamiana zmiennych zmienia jedynie wielkos¢

parametru fS.

WSPOLCZYNNIK ODNOWIENIA R;: MODEL SIR
Z UWZGLEDNIENIEM DEMOGRAFII

Zajmiemy sie teraz wprowadzeniem bar-
dzo waznego — o ile nie najwazniejszego — w
analizowaniu przebiegu epidemii wspotczyn-
nika, zwanego potocznie wspotczynnikiem
reprodukcji wirusa (ang. basic reproduction
number), ktéry my nazwiemy wspolczynni-
kiem odnowienia choroby, gdyz okresla on,
czy grupa I sie odnawia w sensie populacyj-
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nym, czy tez nie, zatem odzwierciedla kieru-
nek rozwoju epidemii. Typowo oznaczamy go
symbolem R,. Z definicji wspotczynnik ten
opisuje Srednia liczbe osob, ktéra zarazi jed-
na osoba z grupy I. Jesli wspéiczynnik R,
jest wiekszy od 1, to oznacza, ze jeden cho-
ry zaraza wiecej niz jedng osobe, czyli licz-
ba zakazonych rosnie, a epidemia wciaz sie
rozwija. Jesli natomiast R, jest mniejszy od
1, to epidemie mozna uznacé¢ za wygasajaca.
W przypadku prostych modeli epidemio-
logicznych do wyznaczenia wspoélczynnika
wystarcza odpowiednie intuicje, jednak jesli
modele sa bardziej skomplikowane, w szcze-
g6lnosci wyrdznia sie wiecej grup w popula-
cji, to potrzebne sa bardziej zaawansowane
metody. Jedna z nich jest metoda macierzy
kolejnej generacji (DRIESSCHE i WATMOUGH
2002). O podejsciach do wyznaczania tego
wspolczynnika mozna przeczyta¢ np. w pra-
cach DIEKMANN i wspolaut. (1990), PERASSO
(2018), DIEKMANN i HEESTERBEEK (2000) i
DRIESSCHE i WATMOUGH (2002).
Wspoétczynnik odnowienia choroby w kla-
sycznym modelu SIR zalezy od poczatkowej
liczebnosci grupy S. Wprowadzimy teraz do
tego modelu skladniki odzwierciedlajace pod-
stawowe procesy demograficzne, dzieki cze-
mu uzyska on lepsze wlasnosci matematycz-
ne, wplywajace takze na wspolczynnik R,.
Zakladamy, ze w populacjii N mamy staly
naplyw osobnikéw (odzwierciedlajacy rozrod-
czoSC i migracje) w czasie — oznaczmy go A.
Osobniki maja pewna Srednig diugos¢ zycia
" skad w modelu pojawia sie wspolczynnik
smiertelnosci u. Populacje, w ktorej wszyst-
kie osobniki sa zdrowe, opiszemy nastepuja-
cym réwnaniem rézniczkowym:
dN

E:A—MN(W

gdzie skladnik uN() odzwierciedla liczbe
os6b, ktéore umieraja (z naturalnych przy-
czyn) w jednostce czasu.

Rownanie to ma wyroznione rozwigzanie
IT]=;, ktére nazywamy rozwiazaniem stacjo-
narnym, czyli takim, ktére nie zmienia sie w
czasie. Rzeczywiscie, jesli N() = N, to prawa
strona omawianego rownania zeruje sie, za-
tem pochodna funkcji N jest rowna O i stad
wynika, ze N jest stala. Jesli N(f)<N, to po-
chodna jest dodatnia, wiec funkcja N rosnie,
zas dla N(f)>N pochodna jest ujemna, zatem
N maleje. We wszystkich przypadkach wraz
z rosnacym t liczebnos¢ populacji zbliza sie
do rozwiazania stacjonarnego. Powiemy, ze
stan stacjonarny N jest stabilny, gdyz jesli
zaburzymy wielko§¢é populacji, to po pew-
nym czasie wréci ona do tego stanu.
Polaczymy teraz koncepcje stabilnej demo-
graficznie populacji N opisanej powyzszym
rownaniem z rozprzestrzenianiem sie w niej

choroby zakaznej zgodnie ze schematem
dla modelu SIR. Zakladamy dodatkowo, ze
wszystkie nowo narodzone osobniki sa zdro-
we, wiec zasilaja grupe S, natomiast natu-
ralna Smiertelnos¢ dotyczy wszystkich grup.
Otrzymujemy wiec nastepujacy model:
B A S0~ ps), I = BSOI() — ad(t) — pI(0),
IR — al(t) - ur(),
ktéry oznaczymy jako SIRd.

Oczywiscie po dodaniu stronami réwnan
ukladu SIRd dostajemy wyjSciowe rownanie
opisujace cala populacje N. Jak poprzed-
nio dla modelu SIR wystarczy wiedzie¢, jak
zmieniaja sie liczebnosci grup S i I, by moc
wnioskowa¢ o zmianach liczebnosci grupy
R. W zwiazku z tym bedziemy opisywac za-
chowanie tylko dwoch pierwszych zmiennych
modelu SIRd.

W zaleznosci od parametrow choroba
albo rozprzestrzenia sie w populacji, albo
zanika. JeS§li zanika, to nie ma problemu
— wiaze sie to ze stabilnoscia stanu stacjo-
narnego odzwierciedlajacego brak choroby w
populacji, ktory w literaturze czesto ozna-
czany jest jako DFE (ang. disease free equ-
ilibrium). W tym stanie w grupie I nie ma
nikogo, wszystkie osoby sa zdrowe i naleza
do grupy S. Jednak jesli istnieje dodatni
stan stacjonarny, oznaczany przez EE (ang.
endemic equilibrium), to ten stan jest sta-
bilny. Na Ryc. 3 prezentujemy przykladowe
rozwigzania ukladu SIRd w takim przypad-
ku (wartosci parametrow: S = 0,5, a = 1,
A=1, u=1).

Na przykladzie modelu SIRd omowmy
sposob wyznaczania wspoiczynnika R. Za-
piszmy dwie intuicje, ktore pozwola nam
potaczy¢ kierunek rozwoju epidemii z warto-
Scia R,.

1. Epidemia sie rozwija, gdy liczba zara-
zajacych rosnie, czyli gdy a . Epidemia
wygasa, gdy liczba zarazajacych maleje, czyli

gdy i

2. Epidemia sie rozwija, jesli jeden chory
zaraza Srednio wiecej niz jedna osobe, czyli
jesli R, > 1 i epidemia wygasa, jesli R < 1.

Zgodnie z intuicja 1. spelnienie nieréw-
nosci % -0 oznacza rozw6j epidemii. Prze-
ksztalcimy odpowiednio ten warunek korzy-
stajac z drugiego réwnania ukladu SIRd.
Przyjmijmy takie ¢, gdy pierwsza osoba z
populacji zaczela zarazaé, czyli przeszia do
grupy 1. Zalozmy wiec, ze S(f), I(f) sa bliskie
stanowi stacjonarnemu DFE:

%:(ﬂS(t)f(a+u)I(t)>0 o St > a;",
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Rys. 3. Rozwiazania i portret fazowy modelu SIRd

poniewaz liczebnos§¢ grupy I przestata byc¢ O.
Jednak skoro rozwiazanie jest blisko DFE,
to liczebnos¢ grupy S niewiele rézni sie od
N, wiec w ostatniej nieréownosci mozemy
podstawi¢ te wielkoS¢ zamiast S(f), skad do-
stajemy

d AB

— >0 & —— > 1.
8 pla+p)

dt

I
~
=
)
+
=

Zatem epidemia sie rozwija, tzn. prze-
cietny chory zaraza wiecej niz jedna osobe,
wtedy i tylko wtedy, gdy i > Na mocy
intuicji 2. wspolczynnik odnozgienia choroby
zadamy wiec wzorem R, = et

Powiazemy teraz wspoélczynnik odnowie-
nia z warunkami istnienia dodatniego stanu
stacjonarnego EE. Poniewaz w stanie stacjo-
narnym prawa strona ukladu sie zeruje, a
— skoro jest to dodatni stan — to wspéirzed-
ne musza by¢ niezerowe, S # 0, I # 0, wiec
spelniaja one nastepujacy uklad rownan:

A-BST—pS=0, BS—a—pu=0

i z drugiego réwnania tego ukladu dostaje-
my:

. - A—uS pu, A
5= “;“ , a z pierwszego I=—(;—=2(—

BS B us -

Jesli teraz we wzorze na I uwzglednimy
otrzymana wartos¢ R, to widzimy, ze stan
stacjonarny EE istnieje tylko gdy R, > 1.
Co wiecej, jesteSmy w stanie wykazaé, ze
stan EE jest stabilny o ile istnieje, a wtedy
stan DFE traci stabilnos¢ i jesli wspoélczyn-
nik odnowienia jest wiekszy od 1, to popu-
lacja wraz z uplywem czasu nie moze wro-
ci¢ do sytuacji sprzed wybuchu epidemii.
Stad tak istotne jest, by obnizy¢ wielkos¢
wspolczynnika R, dzieki czemu uzyskujemy
stabilnos¢ stanu DFE i zdrowienie popula-
cji.

Zauwazmy, ze wspolczynnik R, jest
wprost proporcjonalny do wspoélczynnika fS,
ktoéry mozemy zmniejszy¢ dzieki ogranicze-

niu kontaktow. Tym wlasnie podyktowane
byly restrykcje wprowadzone w wiekszosci
krajow w zwiazku z pandemig COVID-19.
Przyjrzyjmy sie jeszcze na koniec analizy
modelu SIRd, w jaki sposéb zmniejszanie
B wplywa na przedstawiona powyzej dyna-
mike modelu SIRd. Poprzednio wybraliSmy
wartos¢ tego wspoélczynnika réwna 0,5, co
skutkuje tym, ze R, = 2,5 > 1. Wezmy wiec
2,5-krotnie nizsza wartos¢ S = 0,2, dajaca
progowa wartos¢ R, = 1. Chociaz wiemy,
ze rozwiazanie zbiega w tym przypadku do
stanu DFE, to jednak dzieje sie tak w bar-
dzo dlugim czasie. Poczatkowo obserwujemy
rzeczywiscie szybki spadek liczebnosci gru-
py I oraz wzrost liczebnosci grupy S (gor-
ne wykresy na Ryc. 4). Jednak na portrecie
fazowym widzimy, ze po 100 dniach jeste-
Smy dos¢ daleko od stanu stacjonarnego, a
nawet w ciagu ostatniego miesiaca po roku
od poczatku epidemii (co ilustruja dolne
wykresy na Ryc. 4) stan stacjonarny (czar-
na kropka na wykresie) i rozwiazania nie
zblizylty sie do siebie wystarczajaco, by sie
na wykresie pokrywac.

Zilustrujemy jeszcze przypadek R, < 1.
Wezmiemy teraz wartoS¢ niewiele mniejsza
od progowej, B = 0,19. Tym razem z Wwy-
kresow na Ryc. 5 widaé, ze stabilizacja
na poziomie DFE nastepuje znacznie szyb-
ciej — juz po okolo 2 miesiacach. Dalsze
zmniejszanie wspélczynnika S skutkuje
oczywiscie coraz szybszym zdrowieniem po-
pulacji.

MODELOWANIE UWZGLEDNIAJACE
SPECYFIKE COVID-19

Ostatnia czes¢ artykulu poswiecimy na
przedyskutowanie zmian, ktére powinny byc
uwzglednione w modelu typu SIR lub SIRd,
by mogly one lepiej odzwierciedla¢ rozprze-
strzenianie sie pandemii COVID-19. Jak juz
zostalo wspomniane we wstepie, do tej pory
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Rys. 5. Ilustracja dynamiki modelu SIRd dla Rj < 1

powstalo wiele modeli matematycznych opi-
sujacych te pandemie i opierajacych sie na
roznych zalozeniach, wiec oczywiScie pre-
zentujacych takze rozne wnioski (np. CaA-
KAN 2020, KOCHANCZYK i wspoétaut. 2020,
NDAIROU i wspoélaut. 2020, PIASECKI i wspol-
aut. 2020 oraz Grupa MIM UW, https://co-
vid19.mimuw.edu.pl/). Wydaje sie oczywiste,
ze nalezy populacje podzieli¢ na wiecej grup,
choéby ze wzgledu na to, ze na poczatku
osoby zarazone nie wykazuja objawow cho-
roby. Dzielimy zatem populacje na cztery

roztaczne grupy: S, E, I, R. Grupy S i R
definiujemy jak dla modelu SIR. Natomiast
wsrod oséb zainfekowanych wyodrebniamy
dwie grupy:

e E — grupe osob zainfekowanych, ale
jeszcze niezarazajacych (od ang. exposed),

e I — grupe os6b zarazajacych (od ang.
infectious).

Dzieki temu osoby nie sa przypisywa-
ne do grup na podstawie wystepowania lub
braku symptomoéw choroby (jak w przypad-
ku modelu SIR), a na podstawie ich faktycz-
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nego stanu zdrowia i zdolnosci do zaraza-
nia. Tworzymy wiec model SEIR, stosowany
do opisywania przebiegu epidemii chorob
jak COVID-19, dla ktérych réznica miedzy
dhugoscia okresu latencji i okresu inkubacji
wirusa nie jest pomijalna. Pierwszy z nich
to czas, w ktorym dana osoba jest zara-
zona, ale nie zaraza jeszcze innych. Drugi
natomiast trwa od momentu zakazenia, az
do pojawienia sie pierwszych objawéw cho-
roby. Czas od zakonczenia okresu latencji
do zakonczenia okresu inkubacji wirusa jest
szczegoblnie niebezpieczny z epidemiologiczne-
go punktu widzenia. Osoba zarazona moze
wowczas nieswiadomie (ze wzgledu na brak
objawéw) zarazac inne osoby.

Typowy model SEIR uwzgledniajacy pro-
cesy demograficzne budujemy w oparciu o
schemat zaprezentowany na Ryc. 6.

(%)
A
14
s LI g 21 %] R
P lu lu lu
@ @ (%) (%]

Rys. 6. Schemat transmisji choroby dla modelu
SEIR

Przedstawmy bardziej szczegolowy opis
modelu SEIR. Analogicznie jak w modelu
SIR, liczebnosci poszczegélnych grup w da-
nym czasie t oznaczmy odpowiednio przez
S(Y, E(Y), I[t) R(t), a liczebnos¢ populacji N —
przez N(f). W modelu uwzgledniamy narodzi-
ny/migracje i naturalng $miertelnos¢, przy
czym w jednostce czasu rodzi sie/migruje A
0os6b oraz umiera xN(f) oséb, gdzie A, p to
stale, dodatnie parametry. Noworodki zali-
czamy do grupy osob podatnych na infekcje.

W modelu SEIR dopuszczamy nastepuja-
ce przejscia pomiedzy grupami.

Osoby z grupy S, w wyniku kontaktu z
osobami z grupy I, zarazaja sie i przechodza
do grupy E ze stalym, dodatnim wspotczyn-
nikiem S.

Osoby z grupy E zaczynaja zarazac i
przechodza do grupy I ze stalym, dodatnim
wspolczynnikiem y.

Osoby z grupy I nabywaja trwata odpor-
noS¢ i przechodza do grupy R ze stalym,
dodatnim wspolczynnikiem a.

Podsumujmy interpretacje parametréow
wystepujacych w modelu SEIR, odpowiada-
jacych intensywnosciom przejS¢ pomiedzy
grupami:

A - wspoélczynnik naplywu, czyli liczba
nowo narodzonych/zasilajacych populacje N
w jednostce czasu (ang. birth rate),

u — wspotczynnik Smiertelnosci (ang. death
rate), czyli % to Sredni czas zycia,

y — wspolczynnik przechodzenia z E do
I (ang. progression rate), czyli wielko§é %
oznacza Srednia dlugosc¢ okresu latencji,

o — wspolczynnik ozdrowien (ang. recove-
ry rate), czyli — oznacza Sredni czas okresu

zarazania.

Wszystkie parametry sa stale i dodatnie.
Jesli A = uN(0), to liczba nowo narodzonych
w jednostce czasu jest rowna liczbie zmar-
lych i populacja jest stala. Natomiast jesli
A # uN(0), to liczebnos¢ populacji zmienia
sie wraz z uplywem czasu, jednak zawsze
zbiega do wyroznionego wczesniej w modelu
SIRd stanu stacjonarnego N.

Model SEIR (WIDYANINGSIH i wspotaut.
2018) opisujemy nastepujacym ukladem
rownan rézniczkowych zwyczajnych:
ds dE

G = A= BSOIO ~ (), G = BSOIE) - (r+ WE),

dI dR
2 = B0 — (et wI®), — =al(t) - pR().

Z matematycznego punktu widzenia w
powyzszym modelu SEIR mozemy rownanie
na druga zmienng potraktowac jako tzw. li-
niowe rownanie niejednorodne. Jesli potrak-
tujemy iloczyn BS(§I(f) jako pewna funkcje
czasu, h(f): = BS(9I(¢), to omawiane réownanie
przyjmuje postac:
dE
— = ~(r+w)E@) + h(),

a jego rozwiazanie jesteSmy w stanie latwo
wyznaczyc¢. Dostajemy:
t
E(t) = E(O)e’(”")t+/h(s)e’(”“)(t7‘9)ds,
0

a jesli zalozymy, ze E(0) = O, to wynika stad
nastepujaca zaleznos¢:
t
E(t) = /S(t —w)I(t — u)e” gy,
0

co oznacza, ze wartoS¢ E(f) zalezy od calej
historii przebiegu epidemii, gdyz obliczajac
powyzsza catke uwzgledniamy liczebnosé
grup S oraz I w calym przedziale czasu [O,.
Zauwazmy, ze czynnik eV*Hv odgrywa taka
sama role jak dyskontowanie w ekonomii.
Rzeczywiscie, jesli przypomnimy sobie, ze cal-
ke z danej funkcji nieujemnej mozemy inter-
pretowac jako pole pod wykresem tej funkcji,
to catkujac iloczyn S(t - wIt — u) dyskontu-
jemy go, przypisujac wieksza wage do warto-
§ci w O (czyli w istocie do wartosci w chwi-
li biezacej, St - O)(t — 0) = S99, gdyz
eV 1o = 1 niz do wartosci w t (eV*¥i<1 dla
t>0), czyli do iloczynu liczebnosci grup S
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oraz I w przeszlosci. Taka zaleznos¢ wydaje
sie uzasadniona — zwykle historia ma wplyw
na przebieg danego procesu, ale najwazniej-
sza jest chwila biezaca. W modelowaniu jed-
nak czesto stosuje sie usrednienie tego typu
zaleznosci catkowej — odpowiednia teoria
matematyczna podpowiada nam, ze catka z
danej funkcji po przedziale [0,{] moze by¢
— z dokladnoscia do statej rownej dlugosci
przedzialu calkowania, czyli t — zastapiona
wartoscig Srednig tej funkcji (czyli wartoscia
w pewnym wyrdznionym punkcie t € [0,],
o ile funkcja jest ciagla). Stad w ukladzie
rownan modelu SEIR przybliza sie wartosé
E(f) w trzecim rownaniu iloczynem liczebno-
§ci grup S i I w pewnej ustalonej chwili w
przesztosci.

Model bazujacy na oméwionych wyzej
koncepcjach modelu SEIR i stalego opo6znie-
nia przechodzenia osobnikéw miedzy gru-
pami zostal zaproponowany w pracy CAKAN
(2020), gdzie autorka analizuje tego typu
model z uwzglednieniem skladnika odzwier-
ciedlajacego wydolnos¢ systemu stuzby zdro-
wia. Wydolnos¢ ta okazala sie¢ bardzo istot-
nym czynnikiem wplywajacym na decyzje
rzadow wielu krajow w trakcie pandemii CO-
VID-19. Co istotne, w odroéznieniu od modeli
omawianych do tej pory, w ktérych rozwia-
zania wraz z uplywem czasu zmierzaly do
pewnego stanu stacjonarnego (DFE lub EE),
w modelu z artykulu CAKAN (2020) mozliwe
jest wystepowanie rozwiazan oscylujacych w
nieskonczonos¢é. W zwigzku z tym w modelu
CAKAN (2020) moze wystapi¢ nieograniczona
liczba szczytéw epidemii. Oczywiscie zalezy
to od parametrow modelu, wiec chcemy da-
zy¢ do ich takiego doboru/korekty poprzez
odpowiednie zachowania populacji, by oscy-
lacje byly niemozliwe.

Kolejnym istotnym czynnikiem, ktéry na-
lezy wzia¢ pod uwage, jest wystepowanie
subpopulacji wysokiego ryzyka (w przypad-
ku COVID-19 rozwaza sie np. pracownikow
stuzby zdrowia w tym kontekscie). W pracy
BobDziocH i wspétaut. (2019) wykazano, ze
do opisu rozprzestrzeniania sie epidemii w
populacjach niejednorodnych nalezy stoso-
wacé modele krzyzowe. Modele tego typu bu-
dujemy z ,,cegielek”, ktore stanowia modele
opisujace populacje jednorodna. Do takich
modeli dokladamy sktadniki odzwierciedlaja-
ce transmisje choroby miedzy subpopulacja-
mi. Z tego modelu mozemy wywnioskowac,
iz nie wystarczy kontrolowanie wspotczyn-
nika R, w poszczegblnych subpopulacjach -
tylko zastosowanie modelu krzyzowego moze
odzwierciedla¢ przebieg epidemii w populacji
niejednorodnej. Co wiecej, subpopulacja wy-
sokiego ryzyka moze by¢ swoistym rezerwu-
arem patogenu. Istotne staje sie wiec ziden-
tyfikowanie grup ryzyka, zmniejszenie ich

liczebnosci (np. poprzez szczepienia) i uswia-
damianie osobnikéw z danej subpopulacji o
roli, jaka odgrywaja oraz o mozliwym zapo-
bieganiu dalszemu rozprzestrzenianiu choro-
by dzieki odpowiednim dzialaniom.

Bardzo istotne jest takze uwzglednienie
zmian wspoélczynnikéw modelu w czasie.
Czas, ktory uplynat od poczatku pandemii,
w wielu krajach mierzymy okresami tzw.
slock-downow”. Oczywiscie ich wprowadzenie
powoduje zmiane niektoérych wspotczynnikow
modelu. Nalezy zatem wyodrebnia¢ przedzia-
ly czasowe, w ktérych wartosci wspotczynni-
kow modelu moga byc¢ rézne.

Ostatnie zagadnienie, ktére chcemy po-
ruszy¢ w tym rozdziale, to mozliwos¢ rein-
fekcji. W kontekscie modeli przedzialowych
oznacza to mozliwos¢ powrotu z ostatniej
grupy do pierwszej. W najprostszym przy-
padku modelu SIS schemat przejscia ma
postac¢ jak na Ryc. 7.

Rys. 7. Schemat transmisji choroby dla modelu
SIS

Jednak w przypadku epidemii COVID-19
liczba przypadkow reinfekcji byla do tej pory
znikoma w poréwnaniu do liczby wszyst-
kich zachorowan, wiec w wiekszosci modeli
reinfekcje nie zostaly uwzglednione. Dodat-
kowo, reinfekcje moga wiaza¢ sie z muta-
cjami wirusa, co znaczy, ze z matematycz-
nego punktu widzenia nalezaloby w zasadzie
rozpatrywac¢ zachorowania na dwie choroby i
tak formutowac¢ model. Bylby to wiec model
biinfekcji, ktory mozemy budowac analogicz-
nie do modelu w populacji niejednorodne;j.

Przedstawione wyzej sposoby modelo-
wania rozprzestrzeniania pandemii CO-
VID-19 nie wyczerpuja pomystow, kto-
re pojawily sie w literaturze od poczatku
2020 r. Wpisujac w przegladarce interne-
towej hasto COVID-19 wraz ze slowami
kluczowymi dla modelowania matematycz-
nego znajdziemy bardzo duzo ciekawych
pozycji. Do wielu z nich nalezy jednak
podchodzi¢ z dystansem, gdyz ,szybka
Sciezka” publikacji artykuléw na temat
COVID-19 spowodowala, ze nie wszystkie
wnioski przedstawiane w tych artykulach
sg uprawnione. Niestety, obecnie (prze-
lom pazdziernika i listopada 2021) wspol-
czynnik odnowienia R, dla Polski rosnie
w szybkim tempie i znacznie przekroczyt
krytyczna wartos¢ 1. Miejmy nadzieje, ze
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jest to tendencja chwilowa i szybko upo-
ramy sie z problemem.

Streszczenie

W artykule przedstawimy klasyczne podejscie do
matematycznego modelowania proceséw epidemicznych,
poczynajac od modelu Kermacka-McKendricka, a kon-
czac na modyfikacjach najprostszych modeli, ktore sa
uwzgledniane przy opisie dynamiki pandemii COVID-19.
Wyjasnimy idee wspotczynnika odnowienia infekcji R, a
takze pokazemy na prostym przykltadzie, jak mozna wy-
znaczy¢ ten wspolczynnik.
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MATHEMATICS IN EPIDEMIOLOGY. HOW TO MODEL COVID-19?

Summary

In this article, we present a classic approach to the mathematical modeling of epidemic processes, starting with
the Kermack-McKendrick model, and ending with modifications of the simplest models that are taken into account
when describing the dynamics of the COVID-19 pandemic. We explain the idea of the basic reproduction number
R,, and how to determine this parameter using a simple example.
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